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連続講座 断層映像法の基礎第3回

投影と線積分

篠原広行杉本英治

昭和大学藤が丘病院放射線科

はじめに

第I 、 2回では、画像再構成の基礎となる投影定理

に進むのに必要なフーリエ変換について説明した。

投影定理を確かめるのに一番よい方法は、 2次元関数

のフーリエ変換とその投影の1次元フーリエ変換を計

算し、両者の関係を調べることである。 それには、い

ずれのフーリエ変換も比較的容易(大学1年で習う微

分積分学程度)に計算できる2次元関数を選ぶとわか

りやすい。 最もわかりやすいのは、被写体の断面の領

域を矩形としその領域内の物理量を一定、領域外で

は零としたモデルである。 こうすると、この2次元関数

のフーリエ変換はsine関数やcosine関数の積分に帰

着できる。 また、その投影についても同様である。 他

に、投影定理を確認するのによいのは、被写体の断面

の領域を円としその領域内の物理量を一定、 領域外で

は零としたモデルである。 このモデルは、水を満たし

た円柱ファントムをX線CTやMRにより撮像する場合や、

放射性同位元素の水溶液を満たした円柱ファントムを

SPECTあるいはPETにより撮像する場合に担当する。

本稿では、被写体の断面の物理量を表す2次元関

数f (x，y) から 、 任意の方向への投影を計算すふこれ

は映像装置による測定データの収集を、定規と電卓に

より模擬実験(シミュレーション実験)するもので、画像

再構成を理解するのに役立つ。 本稿で作成した投影

をもとに、実際に投影定理を確認することは第4回に

おいて行う。

投影と線積分

投影と線積分について、以下では第2回と同様に映

像装置としてSPECTをとりあげる。 この場合の映像対

象の物理量は放射性同位元素 (RI)濃度であり、求め

たいのは断面内の濃度分布である。 測定データは

SPECTによって検出される、単位画素あたりの計数

値 (計数密度) である。 この測定データをもとに、 元の

RI濃度分布f (x，y) を得るのがSPECTの画像再構成で

ある 。 投影とは画像再構成に用いるデータであり、

f (x ，y) を検出器に垂直な方向に沿って積分したもの

である。 このように、ある直線に沿ってf (x ，y ) を積分

することを線積分という。

SPECTは図 1 のように被写体の回りをガンマカメラ

が回転しデータ収集する。 厚さが無視できる 1スライ

ス面から放出されるガンマ線のみに着目すると、その

データは1次元の計数密度分布である。 通常、 RI濃度

は単位容積中の放射能 (Bq/cm3) で表されるが、ここ

では厚さを考えない無限少のスライス厚を想定する。

それ故、濃度は単位面積あたりの放射能で単位は

Bq/cm2で、ある 。 RI濃度A Bq/cm2のとき、被写体に

よるガンマ線の吸収がないと仮定してその計数密度

分布がどうなるか考える。

スライス面を (x，y) 平面で表すと、平面上のRI分布

はそれに垂直方向に座標 (x，y) で決まる値なのでi (x，y)

と書ける。 図2のように1辺が20cmの矩形内のRI濃度

が一様な被写体において、 yi袖に平行な幅ムx= lcmの

長方形の帯に着目する。 ムx= lcmの幅の中に含ま

図1 SPECTの投影データ
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図2 矩形のスライス面 (a) とその0

度 (b) および90度 (c) 方向への投影
ー 1 0) 20A Bq/cm 

(b) 
p(x) 

20A Bq/cm 

ー 1 0 10 x 

れる RIは濃度A Bq/cm2に長方形の長さ却cmを掛

けたA Bq/cm2x20cm=20A Bq/cmで、ある。 これをx軸

に平行な直線に対してプロッ卜すれば、 Xの変化に伴

いとεう変わるかを表す1次元の関数p (x) となる。 この

場合、 p (x) は 1cm間隔で、すべてその値は20A Bq/cm 

であるから (b) のようになる。 (a) と同じ矩形になるが、

(a) は2次元平面上の点 (x ，y ) のRI濃度f (x ，y ) を表す

のに対し、 ( b ) は変数が横軸のXのみの1つで、縦軸

はyで、はなく Xの単位長さあたりの放射能p (x) である。

p (x ) 内のRIは1cmあたりの放射能20A Bq/cmを横

幅 20cm にわた っ て加算したものだから、 20A

Bq/cm x 20cm=4∞A Bqで、ある。一方、 (a) のf (x ,y) 

内のRIは濃度がA Bq/cm2、面積が20x20cm2だ、から

A Bq/cm2 x 400cm2=400A Bqである 。 以上のこと

から、 2次元平面図上のf (x ，y) 内のRIは、それをyに

ついて積分した1次元関数p (x) 内のRIに等しい。 こ

れをf (x，y) のx軸への投影という。

(a) は矩形内で一様な濃度A Bq/cm2、矩形外には

RIが存在しない。 位置 (ぇy) で、の濃度f (x，y) を式で、表すと

f (x ,y) =A I x l 壬 10 I y l 豆 10

f (x ,y )=O Ixl>10 lyl>10 
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図3の (x，y ) 座標で、 10< x< 10 は直線x=-lOと x=10

の聞の領域、 - 10壬 y壬 10は直線y=-lOと y=lOの聞の

領域である。 絶対値記号を用いると x ，yはそれぞれ

1 x 1 < 10、 1 y 1< 10でこれらをともに満たす平面上
の領域は矩形内である。 f (x ，y ) =Aはその矩形内の

RI濃度が位置 (x，y) に無関係にA Bq/cm2の一様RI

濃度になる。 (x ，y) 座標で、x< ー10、 x> 10は直線x=-lO

より小さい領域とx=lOより大きな領域で‘ある。 同様に、

y<ー10、 y>10は直線y=ー10より小さい領域とy=10より

大きな領域でこれらをともに満たすのは矩形以外の領

域である。 f (x，y) =0はその濃度がOであることを示し、

(1 )式は一様な濃度の矩形からなる2次元の被写体を

表す。

図2(b) を得るのにxlこついて幅1cmの帯を考えたが、

この幅をさらに小さくOふ 0.1-"としていくと、ある X座襟

を持つyìlitbに平行な直線上のf (x，y) の累和(JII貢々にた

して和を求めること) になる。 例えば、 x=-5のとき直線

x=-5上の f (x，y) は

f (-5 , y) 

x=Oのとき、直線x=O (y剥iそのもの) 上のf (x，y) は

yの範囲が 1 y 1 < 10だから 1cm間隔 (ムy=lcm ) で

f (O, Y) 

y=-10~10まで変えるとf (-5, y) は

f (- 5 ， ・ 10 ) 、 f (-5 ， -9 ) 、 f (-5 ， - 8 ) 、… f (-5 ， 0 ) 、 … f (-5 ， 9 ) 、 f (- 5 ， lO )

これら隣接する項の聞には連続してRIが存在する。

そこで、 f (-5，-10) と f (-5 ，-9) の聞のRIはf (-5，-10) に yの

間隔ムyを掛け

f (-5, -10 )ムy
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図3 平面上の領域の表し方

同様に、 f (-5， -9) と f (-5， -8) の聞のRIは

f (-5 ， ・ 9 )ムy

f (-5， 9) と f (-5， 10) の間のRIは

f (-5 ， 9 )ムy

そして、これらの直線上でf (x，y) の累和は以下の和を

意味する。

f (-5 ， ・ 10 )ム Y+f (- 5 ， -9 )ムY+… f (- 5 ， -0 )ムY+・・引-5 ， 9 )ムy

Z 記号を用いれば

20 

2f (・5 ， Yj)ムy

ここで、 Yj= ー10+ (i - 1 ) 、 i =1~20 とする。 エ記号はYiの

l を 1 ~20 ま で変えて累和をとることである 。 ムyを

1cm間隔よりさらに小さくしてdyにすると上式は積

分になる 。

ょ::f(-M ) dy

これはf (x ， y) を直線x= -5上で累和したものである。

y軸に平行な直線上の累和はるのところをxで、置き換え
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Ixl 壬 1 0 ， ly l :s lO

Yl 、 Y2は x il油に平行な直線が矩形と交わる点の座標

でyの積分範囲を表す。 注意することは、 2次元上の

RI分布f (x ，y) を yについて累和した結果はx 車l(f上に

どのくらいRIがあるかを示す1次元関数p (x) になるこ

とである。 SPECTでは64 x 64あるいは 128x 128マト

リクスでデータ収集するが、そのIスライスに着 目する

と p (x) が投影ということになる。 投影p (x) とはガンマ

カメラに垂直な直線上にあるRI分布f (x，y) を yについ

て累和したものである 。

2次元関数f (x，y) の x ~qbへの投影p ( x )

p(x)= r: f (x ,y) dy (2) 

組織によるガンマ線の吸収がないとすれば、先に調

べたように f(x， y) 内のRIはp (x) 内のRI に等しい。 この

ことをx 取(fに平行な直線上の投影だけでなく、 x紬と

30度、 45度をなす直線上の投影についても調べてみ

よう。 図4のx軸と 30度をなす直線をsとすればs上の

投影は、これに垂直な直線がf (x，y ) を横切る長さに

RI濃度A Bq/cm2を掛けて得られる 。 垂線のs座標

に対しプロッ トすると p (s) の形は台形になり縦軸の単

位はBq/cmで、ある。 同様に、 図5のx刺!と 45度をなす

直線s上の投影は三角形で、ある。 ガンマカメラがO度か

ら30度、 45度と回転して投影を収集すると、その強度

分布は矩形、台形、 三角形と変化する。

30度の台7f~p (s) 内のRIは三角形1 (a' b' b") 長方形

(b" b' d' d" ) 、 三角形2 (d" d' c' ) 内のRIを合計した
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頂点 (x ，y) 座標系 (s，l ) 座標系

a ( - 10，ー 10) (-5 (1 +./3) ,5 (1-./3) ) 

b (-10, 10) ( 5 (1-./3),5 (1+./3)) 

c ( 10, 10) ( 5 (1+./3),5 (-1+./3)) 

d ( 10,-10) ( 5 (-1+./3)，ー5 ( 1+./3))

a'はaからs軸に下ろした垂線のs座標で、座標軸の回転の式

S=x cos8+y sin8(こa座標のx=ー10、 y=ー10、 8=30を代入して

S=ー10cos30・10sin30=・5 (1+./3)

b"はb座標のx=ー10、 y=10から

s=-1 Ocos30+ 1 Osin30=5 (1-./3) 

d"はd座標のx=10、 y=ー10から

s=10cos30・10sin30=5 (・1+./3)

c'はc座標のx=10、 y=10から

s=1 Ocos30+ 1 Osin30=5 (1 +./3) 

b'b"の長さは矩形の1辺20、 8=30からb'b"= 三旦一 =丘旦
cos30 J3 

図4 矩形の30度方向への投影

ものである。 sの範囲とp (s) は

与(吋)壬 s< 5(1- /3)州 s) 走 (s+5(吋)) 

5 ( 1-/3)三 s<5(-1+l3)

5 (-1+l3) ~ s < 5 (1+/3) 

20 
P2 (s) 一一一

s30 

P3 (s)去(叫叫)) 

より、 三角形a" b' b" 内のRIは

f ::;:: Pl(s)ds〈;::去(s 崎(1+♂ ))ds=警
① 

長方形b" b' d' d" 内のRIは

f r:::P2(s)ds=にごす ds=子、(3 - 1 )② 

三角形d" d' c' 内のRIは

f :: :::: P3(s)ds〈:::法(s-5(吋 ))ds=努 ③
f(x.Y)内のRI=400Bq/cm2=J Pl (山+J附

、

y 

~ 

b 

。

喝
~ 

頂点 (x，y) 座標系 ( s，l ) 座標系

a (-10,-10) ( ー10./2， 0)

b (ー10 ， 10) (0, 10./2) 

c ( 10, 10) (10./2, 0) 

d ( 10,-10) (0，ー 10./2 )

図5 矩形の45度方向への投影
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h(s) FWI品IÍ = 0.5 cm 
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p(s, 0) 

g(s, 0) 

図6 矩形の0度方向への投影p (s，O) とぼけが加わった投影 g (s，O) 半値幅 (FWHM) O.5cmのガウス関数 (h (s)) によりぼかした場合。

h(s) FWf岱1 = 1.0 cm 

p(s, 30) 

図7 矩形の30度方向への投影p(s，3O) とぼけが加わった投影 g (s，3O) 半値幅1.0cmのカ、ウス関数 (h (s)) によりぼかした場合。

積分の練習も兼ねて三角形、長方形内のRIを積分

公式を用いて算出した。 これらはもちろん三角形と長

方形の面積の公式から求められるので確認する。

三角形 a' b' b" と 三角形 d"d' c 'の面積は底辺10cm、

高さ40//3 Bq/cmだ、から、この中に含まれるRIは

40 ~ ， 1200 
10cm x 百~ Bq/cmx~ = 五~Bq/cm2 

、 3 -~' ~... 2 、 3

長方形b" b' d' d" の面積は底辺10 (/3 -1) cm、高さ

40//3 Bq/cmだ、から

40~ ， 400 品
10 (/3 ・ 1) cmxzBq/cm=瓦 (/3-1) Bq/cm2 ② 

( x2 + ( = 400 Bq/cm2 

このように、 3つのp (s) の積分の和はf (x.y) 内のRIに

等しい。

f ( x.y) 内のRIは濃度 A Bq/cm2に面積を掛けた

ものであるが、数式による表現ではf (x .y ) について

Xと yの2重積分になる。

μy)内のRI =f :: f ::fk，山dy (3) 

①
 ところで、、 f (x.y) は定数なので (3) 式の2重積分は、 x~こ

関する積分と yに関する積分の積に等しい。

f:: f::μ山dy = A f::叫;:dy (4) 

これは、積分の順序を変更し最初にyに関する積分を

行い、次にx~こ閲する積分を行い掛けても同じである。

f :: f::山)削y=Aj ::叫::dy = Aj ::川:dx
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p(s, 45) 

h(s) FW凹1 = 1.5 cm 

図8 矩形の45度方向への投影p (5，45) とぼけが加わった投影 g (5 ，45) 半値幅1.5cmのガウス関数 (h (5)) によりぼかした場合。

投影p(川f (x.y) の YIこ関する積分A fJ:dyに相当する。
45度の三角形p (S) 内のRIは三角形a' b' 0、 三角形

ob' c' 内のRIを合計したものである。 sの範囲とp (S) は

-1012 ~三 s< O P1(s)= 2(s+10/2) 

o S s < 1012 P2 ( s ) = ・ 2(s -10/2)

より、 三角形a' b' 0' 内のRIは

I;、ョ P 1(s) ds =I;花 2(S+ 1的)ds = 200 

三角形ob' c ' 内のRIは

ffJ P2(S) ds =fJ3 ・ 2(s-1012 )ds=200 

30度の投影と同様、積分式を用いず三角形の面積から

RIを求めると

底辺叫×高さ2012 Bq/cm Xす= 200Bq/cm

従って、

f (x，y)内のRI= 400Bq/cm2= 

J!;f (xめ dx dy =1;J 1 (抽 +J?、古川) ds

もし、ガンマカメラの分解能が完全であれば、投影

p (s) の形はこれまで、計算した矩形、台形、 三角形になる 。

実際の投影はガンマカメラの有限な分解能によ っ て

ほかされる。 図6はf (x.y ) を I辺の長さが2cmの矩形

内に、 RIが一様に分布するとした場合のO度方向の

投影p (s.O) を示す。 ガンマ線の吸収がないと仮定す

ればp (s. 0 ) は矩形である 。 図左の曲線は半値幅

(FWHM) が0.5cm、面積がlのガウス関数h (s) である。

ガンマカメラの分解能をこのガウス関数で近似すると、

p (s ， O ) はぼけてg (s ， O ) のような投影になる。 g (s ， O ) は

p (s ，O ) に比較し角の部分が丸みを帯び、裾野が広がっ

ている。 ぼけの程度は半値幅が大きくなるほど増加する。

図7は30度方向の投影p (s，30 ) を、 FWHM= l.Ocmの

ガウス関数によりほかした場合の投影g (s.30) である。

図8は45度方向の投影p (s，45) を、 FWHM= 1.5c'mの

ガウス関数によりほかした場合の投影g (s，45) である。

映像装置の有限な分解能により投影がほける過程は、

2つの関数p (s，O ) と h (s) から別の関数g (s ， O ) を作る操

作で畳込みあるいは重畳という。 畳込みは画像処理や

画像再構成において、重要な役割を果たす。
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