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はじめに

画像の位置合わせは同一の被写体において、 異な

る時間に撮像した2つの画像を比較する場合や、 MRI

とPETなど異なる画像聞の位置合わせの場合に必要

になる。 画像の変形を伴わない剛体モデルを仮定す

ると後者のようなイメージング手段の異なる画像聞の

位置合わせについては、相互情報量 ( mu tua l

i nformation ) による画像位置合わせが臨床で用いら

れている。 相互情報量は通信分野のエントロビーの考

えを利用したものである。 第四回では相互相関関数

による画像位置合わせを解説する。 第20回からは相

互情報量による画像位置合わせを解説する。

本稿では、同一の被写体のMRI画像において、撮

像した2つの画像に回転と平行移動のずれがあると仮

定し、そのずれを相互相関関数によって検出し補正

する方法を示し、計算機シミュレーションで確認する。

はじめに、これまで、解説したフーリエ級数、 フーリエ変

換では2つの関数(データ列) の積を積分 (総和) した

が、 この操作は2つの関数聞の類似度の指標 (相関係

数) になることを示し相互相関関数の数学的な導入と

する。

L 自己相関関数と相互相関関数

2 _ 画像の自己相関関数と相互相関関数

3. 原画像と観測画像との相互相関関数

4. フーリエ位相相関法による画像位置合わせ

1. 自己相関関数と相互相関関数

1. 1 ベクトルの内積

フーリエ級数、フーリエ変換、相互相関関数は2つ

のデータ列あるいは関数聞の類似度に関係する。 類

似度はベク トルの内積に由来するので、 図1 の2次元

平面のベクトルの内積について復習する。 ベクトル f、

g はx 成分、 y 成分を用い次式で表される。
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図1 2次元ベクトル空間
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ベクトル f、 g はx 成分、 y 成分を用い表される。

a t1X b 

図2 関数空間

X 

x 

ある関数 t (x ) を区間 [a， b] でサンプリング間隔ô. x で離散

化する場合を示す。 サンプリンクされたN個のデータの集合は

N次ベクトル空間とみなすことができる。 ここでô' x を無限小

にすると元の関数になることから、ベクトル空間との関連で関

数空間という。

f= lfo.fd, g= 19o,gd 
ベク トルの大きさ (ノルム) は各成分の2乗和の平方根

で表される。

I f l =疋石2" I g l =ぽ石~ (1) 

ベク トルの内積はf、 g の大きさとそれらのなす角度

を O とすると次式で定義される。
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TEL : 03-3819-1211 FAX: 03 -38 19-1 406 
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図3 自己相関関数

(a ) 矩形画像、 ( b ) 矩形画像の自己相関関数、 (c ) 円画像、 (d ) 円画像の自己相関関数、 (e ) 楕円画像、 (t) 楕円画像

の自己相関関数、 (g) 楕円を組み合わせたファントムの蘭像、 (h) 楕円を組み合わせたファン卜ムの自己栂関関数、

(j)乱数函像、 (j) 乱数画像の自己相関関数。

(f.g ) = Ifl.1 gkos8 

(2) 式から

r=ρ (f.g) 
=roncH一
山山 If!.lgl 

が得られる。 これは相関係数とよばれる。 相関係数は

-l~r孟 l であり、 f、 g が同じ方向のときr = 1 (8 
0)、反対方向のときr ー 1 (8 = 180) である。 r = 0 

(8 = 90) のとき2つのベクトルは直交 (orthogonal)と

いう 。 f、 g の内積は各成分を用いて

(f.g ) =fo go+f 1g 1 

で定義される。 fと g が同じベクトルである場合の内
積は (3) 式で 8 = 0 であるから

(f,f) = IfI2= fo 2+f 12 

となる。 相関係数は (5) 式を用い次式で計算できる。
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(6) 

2次元空間や3次元空間ではベクトルは大きさと方向を

もつものとして2次ベクトルや3次元ベクトルとして定義

される。 これを4次元以上にも拡張しN個のデータの

集合がある場合にはN次元ベクトル空間と定義する。

f= jfO.fl.….fN-If . g= jgO.gl.... .gN- If 
N-l 

〈臼) =拍吋19l+"'+fN-lgN-l=五f品
(7) 

(2) 
|川f引ト州叫lト判=イJ

l胞凶附g剖仲州|ト1 = )イJ仙山内gl2匂+句地gt..+gN

(8) 

(3) 

ベクトルの大きさを (8) 式で定義するとデータ数Nに

依存するため Nで除し

l f l = Z51 1 g l = 恒三
¥ 1~ j-O • ¥ 1刊 j-O • 

(9) 

(4) 
でベクトルの大きさと定義する。 N次元空間のベクト

ルの内積についても同様にNで除し次式で定義する。
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(5) 
相関係数は次式で表される。
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図2はある関数 f(x) を区間 [a， b] でサンプリング間

隔.6 x で離散化する場合を示す。 するとサンプリン

グされたN個のデータの集合はN次ベクトル空間とみ

なすことができる。 ここでム x を無限小にするように

Nを無限大にしていくと元の関数になり、ベクトル空間

との関連性から関数空間という。 すなわち企x を無
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図4 矩形画像と円画像の相互相関関数

(a) 矩形画像、 (b ) 円画像、 (c ) 矩形画像と円画像の相互相関関

数、 (d ) 相互相関関数の鳥撒図。

限小にしベクトルfのデータ数Nを無限大にしたものが

f(x) を表すといえる。 Nを無限大にした関数空間で

は (9) 式は次式で表される。

l f(X) I = /古J:f剛X

内積は

(f(x), g 

で表される。 f(x)、 g(x) が T を周期とする周期関数で

あるときは

I fl削= AJ~，ニ r代伐削収ωX司)也
|胞凶g以除制(収ωX叫川)川lト= / � f !ニt的(x)dx

(f(叫 g(昨

から相関係数は次式で表される。

_T /2 

云 L… f(x)g(x)dx
r=∞s{)= ~ u ー (16)

V 十 f22f(X)dx J十 J~，ニピ(x)dx

1. 2 相互相関関数

ベクトルの内積をもとに2つのデータ聞の類似度を

(1 2) 

(1 3) 

(14) 
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図5 矩形画像と楕円画像の相互相関関数

(a ) 矩形画像、 (b ) 円画像、 (c) 矩形画像を f (x, Y ) とし円画像

を9 (x, Y ) としたときの相互相関関数、 ( d ) 円画像、 (e ) 矩形

画像、(1) 円画像をf (x, Y) とし矩形画像を9 (x, Y) としたときの

相互相関関数。 画像を入れ替えて相互相関関数を求めると 、

180度反転した画像になる。

表す相関係数について説明した。一方のデータを固

定し他方のデータを推移し相関係数を計算すると、相

関係数は推移量の関数になる。 このように推移量を変

数として相関係数を表したものを相互相関関数とい

い、パターン認識に利用される。 N=8 のデータに

ついてこれまでと異なり以下のように表すことにする。

f [j] = lf[ O] ,f[I] ,f[2] ,f[3] ,f[ 4] ,f[5] ,f[6] ,f[7] 1 

g [j] = 19 [0] ,g [1] ,g [2] ,g [3] ,g [4] ,g [5] ,g [6] ,g [7]1 

一方のデータを推移して相関係数を求めるには次式

の計算を行う。

N- l N-I 

R [x] =Lf [j] g [x+jJ =L g [jJf [x +jJ (1 7) 

ここで、 f [j] 、 g[j] は離散データなので次式の周期性
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図6 楕円を組み合わせたファン卜ムの周波数空間での振幅と

位相の画像

( a) 楕円を組み合わせたファン卜ムの画像、 (b) 周波数空間

での振幅の画像、 (c ) 周波数空間での位相の画像。

をもっとする。

f [jJ =f [j +n N] , g [jJ =g [j +nN] n=0,::t1,::t2,… (18) 

f[j) 、 g[jJが以下のデータで表されるとき

f [jJ = 11 ,1,0.5,0,0,0,0.5,1 f 

g [jJ = 11,1,0.5,0,0,0,0.5,1 f 

(18) 式で、n = ::t 1 とした場合、周期性をもっデータは

以下で表される。

f 日]= 1 1 ，1 ，0.5，0，0 ，0 ，0ふ 1 ， 1 ， 1 ，0ふ0，0，0，0ふ1，1，1，0ふ0，0，0 ，0ふ 1 f

g [j] = 1 1，1 ，0.5，0 ，0 ，0 ，0.5 ， 1，1， 1 ，0ふ0，0，0 ，0ふ1，1，1，0ふ0，0 ，0 ，0.5， 0

ここで、 太字の数字列ははじめのデー夕、左の数字列

は n = -1の場合、右の数字列はn = 1の場合を示
す。 n= ーl とすると

f[ j] =f日-N]

から

f[O) =f [ -8] ,f[1J =f [一7]，…，f [7J=f[ -lJ 

断層映像研究会雑誌第33巻第2号

n = 1 と すると

f[jJ =f [j +N] 

から

f[OJ =f [8] ,f[1) =f [9] ,…,f[7) =f [15] 

周期性を利用すると h[x + j) においてx= O、 l 、...、 7

のそれぞれの推移量に対しJ がj = 0、1... 、?と変化
したときの

R [0 ] =f[ OJ g [0] +W] g [1] +…,f [6J g [6J +f [7] g [7] 
= 1x1 + 1X1 +0.5xO.5+0xO+OxO+OxO+0.5xO.5+ 1x1 =3.5 

R [l] =f [OJ g [1] +f [1] g [2] +…,f [6J g [7J +f [7] g [0] 
= 1x1 + 1xO.5+0.5xO+OxO+OxO+OxO+0.5x1 + 1X1 =3 

R [2 ] =f [oJ g [2J +W] g [3] +…,f [6J g [OJ +f [7] g [1] 
= 1xO.5+ 1 xO +0.5 xO +O xO+OxO.5+0x 1 +0.5 X 1 + 1x1 =2 

R [3] =f [O] g [3J +f[1] g[4] +…,f [6] g [l] +f [7] g [2] 
= 1XO+ 1xO+0.5xO+OxO .5+0x 1 +Ox 1 +0.5x 1 + 1xO.5= 1 

R [4] =f[ 0] g [4] +f [1 ] g[3] +…,f [6J g [2J +f [7J g [3J 
= 1xO+ 1xO+0.5xO.5+0x1 +Ox 1 +O x 1 +0. 5xO .5+ 1 xO =O 

R [5J =f[ OJ g [5J +f [1 J g [6J +…,f [6J g [3J +f [7J g [4 J 
= 1 xO + 1xO .5+0 .5x 1 +OX1 +Ox 1 +O xO.5+0.5xO+ 1 xO = 1 

R [6J =f[ oJ g [6J +f[l] g [7J +…,f [6J g [4J +f [7J g [4J 
= 1 xO.5 + 1 x1 +0 .5x 1 +OX1 +OxO.5+0xO+0.5XO+ 1 xO =2 

R [7J =f[ OJ g [7J +WJ g [OJ +…,f [6J g [5J +f[ 7J g [6J 
= 1 x 1 + 1 x 1 +0 .5x1 +OxO.5+0xO+OxO+0.5XO+ 1xO=2 

2. 画像の自己相関関数と相互相関関数

画像を2次元の関数で表し、その関数をf(x， y)とす

る 。 そのf(x， y)の2次元フーリエ変換を F( ç , IJ) と す

れば、その画像のパワースペクトルは

F(ç，lJ) ・ F*(ç，lJ) (1 9) 

と表される。 また、自己相関関数は

F-'lF(ç,IJ)F*(ç,lJ)f (20) 

で与えられる。 ここで、 F*(ç ， η)はF(ç ， η)の複素共

役 (複素数を x + iyで、表すとき、その複素共役はx -

iy) を表し、 F -l はフーリエ逆変換を表す。 画像を2次

元フーリエ変換しこれと複素共投をとったものとを乗

算する。 その結果をフーリエ逆変換すれば自己相関

関数となる。 自己相関関数は実空間において次式で

表される。

Rぱx，y)= J~CX) J~CX) f(x' ，)悦
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図7 振幅画像と位相画像

(a) 矩形画像、 ( b ) 矩形画像の振幅画像、 (c ) 矩形画像の位相画像、 (d ) 円画像、 (e ) 円画像の振幅画像、(1) 円画

像の位相画像、 (9 ) 楕円画像、 ( h ) 楕円画像の振幅画像、 (j) 楕円画像の位相画像、(j) 楕円を組み合わせたファ

ントムの函像、 ( k ) 楕円を組み合わせたファン卜ムの振幅画像、 (1)楕円を組み合わせたファントムの位相画像、

(m ) 乱数画像、 ( n ) 乱数画像の振幅画像、 (0 ) 乱数画像の位相画像。

この式は 、 画像の関数f(x， y) を xと yだ、けずらして掛

け合わせ、 それを全領域で足し合わせている。 よ っ

て、自己相関関数はxとyがゼロのとき最も大きな値に

なる。

様々な画像に対して、その自己相関関数を計算し

た結果を図3に示す。 自己相関関数の場合、実際の

計算結果でも中央が最も高く、周り』こ向かつて値が小

さくなる。 特に乱数画像の場合は、中央の値が周りに

比べて極端に大きくなる。

また 、 自己相関関数の片方のf(x ，y ) を他の画像の

g(x, y) とし、その2次元フーリエ変換をG( と， η)とすれ

ば、 f(x， y)との相互相関関数となり、

F-11F(ç,IJ)G' (ç,IJ)1 (22) 

と表される。 これは、 それぞれの画像を2次元フー リ

エ変換し、片方の画像の複素共役をとったものと乗算

する。 その結果をフーリエ逆変換すれば相互相関関

数となる。 この相互相関関数は実空間において次式

で表される。

R fg(X,y)= J二f二f(x'，y ' )g(x+x'， y+y')dx'dy' (2 3) 

相互相関関数の場合、 関数f(x， y) と g(x ，y)を入れ替

えると、相関関数が変わってくる。 式では、

Rgrtx，)乍 J~oo J二 g(x'，y ')f(x+x' ，y+y')dx'dy'
=F- 1 j G(ιη)F'(ç ， IJ) 1 (2 4) 

=Fー 1 j [F(ç ， IJ)G"(ç ，η)J つ

となり、周波数空間では複素共役の形になる。

矩形画像と円画像の相互相関関数を計算した結果

を図4に示す。 相互相関関数の画像と鳥雌図が示さ

れている。 また、矩形画像と楕円画像の相互相関関

数を計算した結果を図5に示す。 相互相関関数の場

合、画像を入れ替えて計算すると、相互相関関数が

180度反転した画像になる。 これは、周波数空間で複
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図8 フーリ工位栂相関i去を用いたパターン認議

(a) 円の組み合わせ画像、 (b ) 円の組み合わせ商像の位相画像、 (c ) 量も半径の小さい円を参

照画像にした画像、 (d) 参照画像の位相画像、 (e) 両者の位相画像の相互棺関関数を求めた

相関画像、 (t) 相関画像の鳥版図。

3. 原画像と回転および平行移動を生じた

観測画像との相互相関関数

相互相関関数は、 2つの関数が一致したとき最大と

なる。 よ って、 2つの画像が回転していた場合、片方

を回転して、相互相関関数の最大値を調べ、その値

が最も大きくなる回転角が、両者の画像の回転の違い

となる 。 回転角が一致して、平行移動のみの違いに

なったら、相互相関関数を改めて求めて、その最大値

の位置が平行移動の距離に相当する。 また、 平行移

動の距離は、相互相関関数の重心位置からも求める

ことができる。 関数f(x， y)の重心座標 (xG， YG) は、

l)x ・ f(x，y)dxdy
xG= JJ f(x ,y)dxdy 

i)y ・ f(x ， y)dxdy
YG= JJ f(x ,y)dxdy 

で求められる。 自己相関関数Rff(X ， y)の重心は原点

となり、式で表すと、

lfx'Rぱx，y)dxdy
XG= iYRdx，y)dxdy り

i) Y' Rtt<x,y)dxdy 
YG= iYRdx,y)dxdy o 

素共役をとった形になっている。 となる。 (23) 式で'g(x， y)としてf(x， y) が ( t:. x， t:. y) だけ

平行移動したものすると、その相互相関関数は、

RCg(川)= にfに二立f紅(収がXピι山刈ω'，yν，y'めyゲの')f(x一ßx+ばXど山'
(27) =Ra<x-ßx,y-ßy) 

となる。 この関数の重心を計算すると、

i) X' Ra<x-ßx,y-ßy)dxdy 

xG = JJRぱx-ßx，y-ßy)dxdy
(28) 

となる。 ここで、ど x -ム x、 y' = y ーム yとおいて、

(28) 式に代入すると、

xG = 
i)( x' + 似) ・R ぱ仰x' ， y'ダ')胤d也Xピ“'冶d

i汀)R刷ぱXピ'，y')dx'dy'
(29) 

(25) 

となる。 これを計算すると、

ifx ・ Ra<x，y)dxdy ßx ・ JJRa<x,y)dxdy 
xG= 十~~

JJ Ra<x,y)dxdy JJ Rぱx，y)dxdy

=゚ x 

(30) 

(26) 
となり、 X方向の重心と平行移動量が一致する。 また、

同様にy方向の重心は、
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図9 回転角と相互相関関数

(a ) 原画像、 ( b ) 原画像を反時計四りに30度回転した画像、

(C ) フーリ工位相相関で画像を回転しながら計算し、その相

関値をクラフにしたもの。 30度のところで・相関値が愚大になっ

ている。

i)y ・Rぱx-Llx ，y-Lly)dxdy
YG=iYRdx- Ax,y-Ay)dxdy 

j) (y+Lly) ・ Rぱx，y)dxdy

JJRぱx，y)dxdy
i汀)Y 'Rぱ点x，y吋)d也xdむy +J企y .j汀)Rぱ仰x，y刊)dむxdむy 

i汀)R刷ぱX幻ω，y訓y吋)d血xdむy j汀)Rft<.仏(
=Ll y 

(3 1) 

となり、 y方向の重心と平行移動量も一致する。 よ っ

て、相互相関関数の重心は、平行移動の移動量に一

致する。

4. フーリエ位相相関法による画像位置合わせ

f(x. y)の2次元フーリエ変換F( ç. η)は、振幅と位

相を用いると

F(ç,,,)= 1 F(ιη) 1 exp [iφ(ç，，，)] (32) 

のように表される。 ここで、 1 F(ç. ,,) 1 は振幅、 φ(ç.

η)は位相である。 1 F( ç. ,,) 1 の実部と虚部をそれぞ

れFRe(Ç . η) 、 Flm ( Ç. η)とすれば、

I F(ιη) 1 = !jF Re(ç,,,)f 2+ jFJm(ç,,,)f 2 (33) 

ー 1 Flm(ιη) 
φ(ιη)=tan . ~一一一一

FRe(Ç ，η) 

と表される。

97-(41) 

(34) 

Sheppファントムの画像をフーリエ変換し、振幅と位

相の画像にした結果を図6に示す。

位相部分のフーリエ逆変換は

f'(x,y)=F- 1jexp [iφ(ç，，，)] f 

_v -I¥ F(ιη) I 
品 1 1 F(ç,,,) 1I 

。5)

となる。 こうして計算された画像を位相画像と定義す

る。一方、振幅部分のフーリエ逆変換は、

fA(X,y)= F -1jl F(ç,,,) I f 。6)

となり、この画像を振幅画像と定義する。 振幅画像は

主として原画像の強度に関する情報を表し、位相画

像は主として形状に関する情報を表す。

矩形、円、楕円、 Sheppファントム、乱数画像の振

幅画像と位相画像を図7に示す。 これらの画像を比較

すると、位相画像はパターンの形状に関する特徴を強

調する性質がある。 このことから、位相画像はパター

ン認識に応用されている。 画像をフーリエ変換する

と、通常低周波数成分の振幅が大きく高周波数にな

るにつれ振幅は減少するが、位相画像は各周波数に

おける周波数成分をその振幅で割り算している。 そ

のため振幅の周波数分布を平均化して全周波数成分

の振幅を1に規格化する。 その結果、低周波数成分の

振幅は相対的に弱められ、高周波数成分は強められ

る。

この位相画像を利用して、画像の相関をとりパター

ン認識に応用する方法をフーリエ位相相関法という。

フーリエ位相相関をとりたい2つの画像の位相画像を

求め、相関画像を求める。 この手順で求めた相関画

像を図8に示す。 半径の異なる円を組み合わせた画

像に対して、半径の最も小さい円を参照画像にし、フ

ーリエ位相相関をとっている。 その相互相関関数で

は、円を組み合わせた画像において最も半径の小さ

い円が存在する位置に大きな値が生じている。 その

座標を調べれば、半径の最も小さい円の存在する位

置が特定できる。

フーリエ位相相関法を用いて、平行移動と回転を

行った2つの画像の移動量と回転角を推定することが

できる。 フーリエ位相相関法では、片方の画像を回転

し、その画像との位相相聞をとり、相関の値が最も大

きな所を回転角と推定している。 推定の例を図9に示

す。 原画像に対して、反時計回りに30度回転させて、

平行移動した画像を作成し、原画像と回転移動画像
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のフーリエ位相相関関数を計算する。 原画像を2度ず

つ回転し、フーリエ位相相聞をとり、その相関値をグ

ラフにする。 そのグラフより、最大になる値が推定し

た回転角になる。 図9では、 推定した回転角が実際に

回転した角度に一致している。

その回転角の推定アルゴリズムを利用して、移動量

と回転角を同時に求めることができる。 回転角は、 10

度おきに相関値を調べて、相関値が最も大きくなる角

度周りをさらに1110の精度で調べる。 それを繰り返す

ことにより 、 より高い精度で回転角を推定することがで

きる。 移動量は、回転角を推定した後に、改めてフー

リエ位相相関関数を求め、その重心の座標より推定

する。 その推定計算の結果を図10に示す。 回転角は

10.234度回転しているが、 推定でも 10.234を推定でき

ている。 また移動量は、 (10.2、 -7.3)を移動しているが、

推定した値は、 (10.1919、 ー7.3026) とサブピクセル単位

まで推定できている。

(a) 

Angle 

Movement 

断層映像研究会雑誌第33巻第2号

(b) 

[ 10.234013 degree ] 

[ 10.1919、・7.3026]
(c) 

図10 フーリ工位相相関法を用いた移動と回転の推定

( a) 原画像、 ( b ) 原画像を 10.234' 回転し 、 ( 10.2 、 ・7.3 ) だけ

移動した画像、 (c ) 推定の結果を示している。
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