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連続講座

はじめに
　逐次近似画像再構成法の開発経緯を辿ると、代

数的方法、最小二乗法、統計的方法に大別される。

代数的方法ははじめに開発された手法であるが、圧

縮センシング画像再構成の登場によって再び注目さ

れている。第 39 回では最小二乗法を逐次近似によ

って解くための勾配法について解説した。本稿では、

勾配法の計算過程と再構成画像を示す。次に最尤

推定－期待値最大化（ML-EM）法について図を

用いて解説し、ML-EM 法に制約条件を付けた

Maximum a Posterior-EM（Map-EM）法について

述べる。ここで制約条件とは、画像と投影データの

整合性を評価する項（主に画像の分解能に関係す

る）の他に、画像の事前情報（例えば、画像は負の

値を持たない、有効視野内に限定される、近傍画素

間で大きく値が変化しない、領域内では滑らかなど）

を画像再構成の評価式に加える条件である。画像

は近傍画素間で大きく値が変化しない、領域内では

滑らかなど制約条件を付けることで、分解能と雑音

のバランスをとった画像再構成が行われる。画像と

投影データの整合性のみすなわち分解能に着目し

ただけの ML-EM（OS -EM）法は、投影データが

雑音を含む場合にはそれに一致するように画像を再

構成するため、雑音の影響を強く受ける。その結果、

収束せず反復の途中で発散してしまうことがある。

一方、Map-EM 法は雑音を含む投影データにも頑

健であることが知られている。第 39 回で紹介した

Total variation ノルム（TVノルム）は画像の分散を

小さくする制約条件であるが、本稿では、Map-EM

法の 1 つとしてメディアンフィルタを ML-EM 法に組

み込んだ median root prior-EM（MRP-EM）法を

紹介する。

　1．最小二乗法の逐次近似計算

　2．最尤推定－期待値最大化（ML-EM）法

　3．完全データの条件付き期待値

　4．メディアンフィルタ

　5．メディアンフィルタを用いた MAP-EM 法

（MRP-EM 法）

1．最小二乗法の逐次近似計算
　原画像 fを正方形画像とし1 辺の画素数を N、総

画素数を J（=N×N）、投影角度数 M、角度あたり

の投影数 N、総投影数を I（=M×N）、係数行列を C 

（=J×I）、投影を pとするときこれらの関係は以下

で表される。

C は行列、fと pは列（縦）ベクトルである。画像と

投影データの整合性を評価する関数 Q を L2 ノルム
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にとると、Q は次式で表される。

（2）式の勾配は

評価関数の最大化ではなく最小化が目的なので（3） 

式の勾配の逆方向に（誤差が減る方向に）解を探索

していく。そこで

と置くと gは誤差の勾配ベクトルを表し反復計算は

次式で表される。

ここで fkは反復式における更新前の画像、fk+1は更

新後の画像、αk は加速係数と呼ばれる反復計算の

収束を速めるための係数で、この係数の違いによっ

て最急降下法や共役勾配法など一般に勾配法と呼

ばれる最適化法がある。図 1に勾配法の計算過程

を示す。図 2 は勾配法、最急降下法、共役勾配法の

再構成画像をそれぞれ反復回数 32 と 50 について

示す。同じ反復回数で比較すると勾配法、最急降下

法、共役勾配法の再構成画像には分解能の違いが

現れており収束速度の違いがわかる。
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図 1．勾配法の計算過程
（a）原画像：f
（b）投影データ：p
（c）初期画像（256 × 256 画素の値をす

べて1とした場合）：f0

（d）初期画像の順投影：Cf0

（e）投影データと初期画像の順投影との
差の逆投影：CT（p-Cf0）

（f）反復1回の再構成画像：f0+αCT（p-Cf0）
（g）反復 4 回の再構成画像：f4

（h）反復 4 回の再構成画像の順投影：Cf4

（i）投影データと反復 4 回の再構成画像の
順投影との差の逆投影：CT（p-Cf4）

（j）反復 7 回の再構成画像の順投影：Cf7

（k）投影データと反復 7 回の再構成画像の
順投影との差の逆投影：CT（p-Cf7）

（l）反復 8 回の再構成画像：f8

（5）式のαk=0.01としている。各画像の上
付き数字は（5）式の反復回数を示す。
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2．最尤推定－期待値最大化（ML-EM）法
　EM アルゴリズムはあるデータが欠けているとき

（EMアルゴリズムではこのようなデータを不完全

データという）、その欠けたデータを観測できれば

未知パラメータの推定が極めて簡単に行えることを

利用して観測データが得られる確率（尤度関数）

を最大にするための方法である。ここで、データ

が欠けているとは光子数の観測が誤っていると

いうことではなく、単光子放射型 CT（SPECT）を

想定した図 3 のように各画素から発生した光子を個

別に数える代わりに、それらの総和として観測するこ

とを意味する。SPECT では画素 j から検出器 i に

入射する光子を直接検出することはできないので、

これを観測されないデータ xij とする。添字の i は

光子が入射する検出器を、j はその光子を発生する

画素の番号を表す。1 番目の画素から検出器 i に入

射する光子数 xi1 を x i1= 0 のように表す（楕円の外

には線源がないとし、その位置にある画素の光子数

は 0 としている）。2 番目の画素から検出器 i に入射

する光子数 xi2 は 1なので xi2=1と書き、この光子

を xi2 の横に 1 つの○で示す。5 番目の画素から検

出器 i に入射する光子数 xi5 は 2 なので xi5=2 と書

き、この光子を xi5 の横にとくに 2 個の●で示してい

る。○と●は光子のエネルギーが異なるという意味

ではなく、単に他の画素から発生する光子と 5 番目

の画素から発生する光子を区別するのに用いてい

る。検出器iの縦の矩形は収集される投影 yiを表し、

その中には合計 8 個の光子がある。実際にわれわ

れが観測できるデータは yi であり、8 個の光子のう

ちの 2 個は画素 5 からのものであるが、それらは他

の 7 つの画素からの光子と区別できない。yi は検

出器 i に垂直な直線上にある画素（この場合は 8 個

の画素）それぞれから発生し、検出器 i に入射した

光子数 xij の総和になる。

図 3．SPECT の投影データと完全データ

図 2．勾配法、最急降下法、共役勾
配法の再構成画像
上：反復 32 回、下：反復 50 回。
同じ反復回数で比較すると画像の分解能
の違いが顕著であり、共役勾配法の収束
が速いことがわかる。

図2図
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このような場合に xを完全データ、x の和によって表

されるy を不完全データという。xij がわかれば yi

が求められるので xij の集合 {xij} を完全データ、yi

の集合は不完全データである。画素 j から検出器 i

に入射する光子数 xij の平均を次式

で表すと xij は平均が Cij λj のポアソン分布をする

（図 4）。

投影データはポアソン分布に従うxij の和で表される

ので yi もxij の平均

を期待値とするポアソン分布に従う（図 5）。

SPECT の投影データが互いに独立であるという性

質によって、角度方向について全投影データの尤度は

それぞれの投影データの尤度の積になる。この独立

性とポアソン分布の性質から統計的画像再構成の

ML-EM 法が定式化される。

完全データ x によるλの推定
　図 6 において画素 j から発生し検出器 1で観測し

た光子数を x1j 、検出器 2 で検出した光子数を x 2j ,

…, 検出器 nで検出した光子数を xnj とし、それぞれ

の平均を x‾ 1j , x‾ 2j , x‾ 3j , … , x‾nj とすれば

これからλj は次式で与えられる。

図 5．ポアソン分布に従う SPECT の投影データ

デ が
図6

完全データ xijが既知の場合の λjの推定
図6

完全デ タ xijが既知の場合の λjの推定
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図 6．完全データ xij によるλj の推定

図4図4


画素 jから検出器 iに入射する光子数

j
画素 j 検出器 入射する光子数

( ) ( )i j i jx x
i j i j jCx C ( ) ( )( )

! !
i j i j ji j i j jx C

i j
x CP x e e    

! !j
i j i jx x

完全データはポアソン分布完 デ タ ポアソ 分布

xijx

投影投影 yii

検出器 i検出器 i

図 4．完全データとして考える画素 j から検出器 i に入射
する光子数
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上式の平均 x‾ij の代わりに仮想的な観測量として導

入した完全データxij を用いた

がλj の最尤推定になる。

3．完全データの条件付き期待値
　完全データxij がわかれば j 番目の画素の値（光

子数）を求めることができる。一方、xij は実際には

観測されないため投影データyi から推定する必要

がある。このような場合の方法としてyi が得られて

いるという条件のもとで、あるxij が生じる確率を最

大にする推定（事後確率推定：MAP 推定）が存在

する。これによれば、xij の MAP 推定量は次式で

与えられる。

（14）式の分母は図 7 のように検出器 i に垂直な直

線上にあるすべての画素から入射する光子の総数を、

分子の Cijλj は画素 j から検出器 i に入射する光子

数である。両者の比は画素 j から検出器に入射する

光子の割合（確率に比例）になる。これを投影デー

タyi に掛ければ画素 j から検出器 i に入射する光

子数の推定値 x^ ij となる。図 7 では検出器 i の投影

データを yi とし、これに垂直な直線上に 8 個の画素

があるとしている。各画素、例えば、4 番目の画素か

ら発生する光子数 x i4 は観測できないので、yi を通

してxi4 を推定するように考えたのが（14）式である。

1 番目の画素の光子数をλ1、この画素の光子数が検

出器 i に入射する確率を C i1、その光子数を xi1 とす

れば xi1 は平均が C i1λ1 のポアソン分布に従う。同

様に 2 番目の画素の光子数をλ2、この画素の光子

数が検出器 i に入射する確率を C i2、その光子数を

x i2 とすれば x i2 は平均が Ci2 λ2 のポアソン分布に

従う。他の画素についても同様である。すると完全デ

ータの和で表される投影データもポアソン分布に従

うので、xi4 の条件付き期待値は次式で表される。

しかし、（15）式を計算するためにはλj が既知でな

ければならない。（15）式のλj は未知パラメータであ

るためこれを k 回目の反復計算の推定値λ^j
k とし x^ ij

を次式に代える。

次に（13）式のλj を k+1 回目の反復計算の推定値

λ^j
k+1 として、（16）式を（13）式に代入すると ML-EM

法は以下のように表される。

以下では簡便のため

のように表すと ML-EM 法は次式となる。

推定式の意味
図7

MAP推定式の意味
図7
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図 7．事後確率推定（MAP 推定）による完全データの
推定
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（19）式の分子は画素 j から発生し検出器 i に入射

する光子数を検出器の数 n について加えた総数で

ある。この推定量を期待値Σi=1Cijλj に等しく置

き、λj について解いた解を更新値λj
k+1 と置いたも

のが（19）式である。図 8 のポアソン分布の性質

と条件付き期待値、図 9 の条件付き期待値は、図

10 の ML-EM 式の成り立ちを理解する上で重要で

ある。

4．メディアンフィルタ
　本節では非線形フィルタのメディアンフィルタを線

形フィルタと対比して述べる。f（x,y）を入力画像、

g（x,y）を出力画像、φをあるフィルタ処理に関する

演算子とする。φが次の性質を持つときφは線形フ

ィルタであるという。

ここで、a、b は定数である。（20）式は入力の線形和

（個々の入力を定数倍し加算すること）に対する出力

は個々の入力に対する出力の線形和に等しいことを

示している。表１は重みが 1の 3 ×3 マトリクスの移

動平均フィルタを示す（1/9 を掛ける必要があるが重

み係数では 9 を省略し計算時に 9 で割っている）。

演算子φが移動平均フィルタのとき、フィルタ処理は

注目画素の値と周囲 8 画素の値の総和を計算し、そ

の平均値で注目画素の値を置きかえる作用をする。

例えば、表 2 f1（x,y）の中心画素（2 行 2 列）に作

用させると、

図10図10

ML EM 式の成り立ちML-EM 式の成り立ち
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図 10．完全データの考えから導かれる ML-EM 式の成
り立ち

図 8．ML-EM 式の導出に使われるポアソン分布の性質

図 9．ML-EM 式に現れる完全データの条件付き期待値

表 1．重み 1 の 3 × 3 移動平均フィルタ

1 1 1
1 1 1
1 1 1

表 2．f1（x,y）

12 16 47
41 17 29
8 46 6

図8

ポアソン分布の性質と条件付き期待値

図8

ポアソン分布の性質と条件付き期待値分布 質 条件 期待
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移動平均フィルタを表 2 f 1（x,y）および表 3 f 2（x,y）

の注目画素（2 行 2 列）に作用させ、a=b=1として（20）

式が成立することを確認する。

a=b=1 としたとき f1（x,y）+ f2（x,y）は表 4 のよう

になる。

（20）式の左辺は

（20）式の右辺は

であるから（20）式が成立する。

　演算子φがメディアンフィルタのとき、フィルタ処理

は画素の値を順に並べたときの中央値で注目画素

の値を置きかえる作用をする。このフィルタを表 2 f1
（x,y）および表 3 f 2（x,y）の中心画素（2 行 2 列）に

作用させ、（20）式が成立しないことすなわちメディ

アンフィルタは非線型フィルタであることを確認する。

f1（x,y）の値を小さい順に並べると

｛ 6　8　12　16　17　29　41　46　47 ｝

中央値は 17、f2（x,y）の値を小さい順に並べると

{ 0　1　5　8　20　23　25　28　29 ｝

中央値は 20、f1（x,y）+f2（x,y）の値を小さい順に

並べると

{ 16　22　34　37　39　42　46　58　67 ｝

中央値は 39 となり、メディアンフィルタでは（19）式

の線形性が成立しないことがわかる。

表 3．f2（x,y）

25 23 20
1 5 29
8 0 28

表 4．f1（x,y）+ f2（x,y）

37 39 67
42 22 58
16 46 34

表 5．加重平均フィルタ

1 2 1
2 4 2
1 2 1

図 11．Shepp-Logan ファントムの MRP-EM 法による
再構成画像（雑音を含まない場合）

（a）反復 50 回の OS-EM、（b）MRP-EM（β =0.1）、
（c）MRP-EM（β =0.5）、（d）MRP-EM（β =1.0）、
MRP-EM の反復は OS-EM と同じく50 回。

図11図11
(a) (b)( ) (b)

(c) (d)(c) (d)

（b）

（d）

（a）

（c）

5．メディアンフィルタを用いた MAP-EM 法
　移動平均フィルタあるいは注目画素の重みを大き

くした加重平均フィルタ表 5 は雑音を抑制する（平

滑化）のに有効であるが、同時に画像の分解能を低

下させる。平滑化の際のぼけを極力減らす方法とし

て前節で述べたメディアンフィルタがある。メディア

ンフィルタを用いた場合の MAP-EM 法を median 

root prior （MRP）-EM 法といい、次式で表される。

Mj は注目画素とその周囲の画素から求められた中

央値を示す。はじめに、雑音を含まない投影データ

を（21）式で画像再構成しメディアンフィルタの働き

について調べてみよう。図 11は Shepp-Loganファ

ントムで単純な楕円（円）の集まりからなっている。

図 11（a）は角度投影数を180 度について 256、1 方
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向の投影数を256とし、サブセット16のOS-EM法（（19）

式）で 50 回の反復による再構成画像を示す。原画

像の Shepp-Loganファントムの最大値は 4.5、最小

値は 0 であり、再構成画像（a）の最大値は 4.578

である。（b）は画像再構成条件を同じにし（21）式

でβ=0.1とした場合で、最大値は 4.551である。以

下、（c）β=0.5 のときの最大値は 4.526、（d）β

=1.0 のときの最大値は 4.523 とβを変えても最大値

の変化は僅かである。そして、画像の分解能に関す

る視覚的な印象にも大きな変化はない。

　図 12（a）は 10 回の反復による MRI の T1 強

調画像を示し最大値は 4.534 である。原画像は

Shepp-Logan ファントムに合わせ最大値を 4.5、

最小値を 0 にしている。以下、（b）β=0.1 のとき

4.111、（c）β=0.5 のとき 3.885、（d）β=1.0 のとき

3.676 と最大値はβの増加とともに、Shepp-Logan

ファントムに比べ大きく減少している。2 つのファント

ムの違いは、Shepp-Loganファントムは構造が単純

でかつ強度が一定の広い領域が多くあること、T1

強調画像は白質、灰白質、脳脊髄液など強度が一定

の広い領域はあるものの構造が複雑なことである。

（21）式でメディアンフィルタの比重βを大きくしても

Shepp-Loganファントムの分解能に及ぼす影響は

小さいが、T1 強調画像では次第に組織間のコント

ラストが低下し平坦な構造になっていく。メディアン

フィルタは前節で確認したように、注目画素を周囲の

画素の中央値で置き換える作用をするので構造が

複雑な領域も次第に平坦になる。これらメディアン

フィルタの特徴を踏まえ、次に、雑音を含む投影デー

タを（21）式で再構成した画像を見てみよう。

　図 13 は投影データの総計数値を108 としてこの

投影データにポアソン雑音を加え、反復回数 50 の

OS-EM 法による再構成画像を示す。反復回数 50

では分解能は高くなる一方、雑音を含んだ投影デー

タに画像が一致するように画像再構成されるため、

再構成画像には雑音も顕著になる。（b）～（d）は

MRP-EM 法による再構成画像を示し、（b）β=0.1、

（c）β =0.5、（d）β =1.0 である。画像の分解能は

β=0.1の場合が最も高く、下方の 3 つの楕円が分離

している。一方、大きな楕円内の均一性は悪い。

β=0.5 の場合は下方の 3 つの楕円の分離が（a）に

比べ低下するものの、大きな楕円内の均一性は向上

する。β=1.0 の場合には、下方の 3 つの楕円が分離

図 13．Shepp-Logan ファントムの MRP-EM 法による
再構成画像（雑音を含む場合）

（a）反復 50 回の OS-EM、（b）MRP-EM（β =0.1）、
（c）MRP-EM（β =0.5）、（d）MRP-EM（β =1.0）、
画像再構成後にメディアンフィルタ処理（e）、
加重平均フィルタ処理（f）。MRP-EM の反復は OS-EM と同じ
く50 回、投影データの総和を1×108 としている。

図 12．T1 強調画像の MRP-EM 法による再構成画像
（雑音を含まない場合）
（a）反復 50 回の OS-EM、（b）MRP-EM（β =0.1）、
（c）MRP-EM（β =0.5）、（d）MRP-EM（β =1.0）、
MRP-EM の反復は OS-EM と同じく50 回。

図12図12
(a) (b)( ) (b)

(c) (d)(c) (d)

図13図13
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（d）

（a）

（c）

図13図13
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図 14．Shepp-Logan ファントムの MRP-EM 法による
再構成画像（雑音を含む場合）

（a）反復 50 回の OS-EM、（b）MRP-EM（β =0.1）、
（c）MRP-EM（β =0.5）、（d）MRP-EM（β =1.0）、
（e）OS-EM 再構成画像をメディアンフィルタ処理、
（f）OS-EM 再構成画像を加重平均フィルタ処理、
（g）OS-EM 再構成画像にメディアンフィルタ処理を 10 回行っ
た画像、

（h）OS-EM 再構成画像に加重平均フィルタ処理を 10 回行っ
た画像、
MRP-EM の反復は OS-EM と同じく50 回、投影データの総和
を1×107 としている。

図14図14
(a) (b)( ) (b)

(c) (d)(c) (d)

図14図14
(e) (f)( ) ( )

(g) (h)(g) (h)

しなくなるが大きな楕円内の均一性は良い。（e）は

OS-EM 法で画像再構成した後にメディアンフィルタ

処理を行った場合、（f）は表 5 の加重平均フィルタ

処理した場合を示す。雑音を含む投影データを再

構成後にメディアンフィルタ処理や加重平均フィルタ

処理しても、画像再構成の中で雑音を抑制する

MRP-EM 法による（c）や（d）のような画質が得られ

ないことは明らかである。

　図 14 は投影データの総計数値を107 としてそれ

にポアソン雑音を加え、反復回数 50 の OS-EM 法

による再構成画像を示す。雑音量は図 13 に比べ大

きくなるが、β=1.0 の MRP-EM 法によって分解能

は低下するものの画像全体に雑音が抑制されてい

る。OS-EM 法で画像再構成した後にメディアン

フィルタ処理の（e）や加重平均フィルタ処理の（f）

では雑音の抑制が不十分である。（g）はメディアン

フィルタ処理を10 回行った場合で、1 回の場合の（e）

に比べ雑音は抑制されるものの画像中にまだら模様

が顕著になる。（h）は加重平均フィルタ処理を10 回

行った場合で、1 回の場合の（f）に比べ雑音の抑制

は良好であるが過度な平滑化によって画像のぼけが

顕著になる。以上のように、投影データの総計数値

が 107 程度あれば、構造が簡単な Shepp-Logan

ファントムについて、MRP-EM 法は OS-EM 法に比

べ良好な再構成画像を与えることがわかった。

　Shepp-Loganファントムでの結果が解剖学的形状

を有するT1 強調画像についても成り立つか調べて

みる。図 15（a）は投影データの総計数値を108 とし

てそれにポアソン雑音を加え、反復回数 10 の

OS-EM 法による再構成画像を示す。50 回としなか

った理由は、反復回数 18 程度から OS-EM 法は収

束しないで発散するためである。一方、MRP-EM 法

は反復回数 50 でも発散せず収束するが、（a）の

OS-EM 法に合わせ反復回数 10 としている。βに

ついては少し細かく変化させており、（b）β=0.005、

（c）β=0.01、（d）β=0.05、（e）β=0.1、（f）β=0.5、

（g）β=1.0 は MRP-EM法による再構成画像である。

（h）は再構成後にメディアンフィルタ処理した画像を

示す。 画像の分解能と雑音抑制の兼ね合いから、

（d）β=0.05、（e）β=0.1 の MRP-EM 法による再

構成画像が良さそうであるが、これらは画像再構成

後にメディアンフィルタ処理をした（g）の画像と大差

がない印象を受ける。図 16（a）は投影データの総

計数値を107 としてそれにポアソン雑音を加え、反

復回数 10 の OS-EM 法による再構成画像を示す。

（b）β=0.005、（c）β=0.01、（d）β=0.05、（e）β=0.1、

（f）β=0.5、（g）β=1.0 は MRP-EM 法による再構成

画像である。（h）は再構成後にメディアンフィルタ処

（b）

（d）

（h）

（f）

（a）

（c）

（g）

（e）
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図 16．T1 強調画像の MRP-EM 法による再構成画像
（雑音を含む場合）
（a）反復 10 回の OS-EM、（b）MRP-EM（β = 0.005）、
（c）MRP-EM（β =0.01）、（d）MRP-EM（β = 0.05）、
（e）MRP-EM（β = 0.1）、（f）MRP-EM（β =0.5）、
（g）MRP-EM（β =1.0）、
（h）OS-EM 再構成画像をメディアンフィルタ処理。
MRP-EM の反復は OS-EM と同じく10 回、投影データの総和
を1×107 としている。

図 15．T1 強調画像の MRP-EM 法による再構成画像
（雑音を含む場合）
（a）反復 10 回の OS-EM、（b）MRP-EM（β =0.005）、
（c）MRP-EM（β =0.01）、（d）MRP-EM（β =0.05）、
（e）MRP-EM（β =0.1）、（f）MRP-EM（β =0.5）、
（g）MRP-EM（β =1.0）、
（h）OS-EM 再構成画像をメディアンフィルタ処理。
MRP-EM の反復は OS-EM と同じく10 回、投影データの総和
を1×108 としている。

図15図15
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図15図15
(e) (f)( ) ( )

(g) (h)(g) (h)

図16図16
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(c) (d)(c) (d)

図16図16
(e) (f)( ) ( )

(g) (h)(g) (h)

理した画像を示す。雑音レベルが大きくなると画像

再 構成の中にメディアンフィルタを組み入れた

MRP-EM 法とOS-EM 法で画像再構成した後にメ

ディアンフィルタ処理した画像との違いに区別がつか

ず MRP-EM 法の有用性を確認することができない。

　雑音抑制を目的とした MAP-EM 法では、画像更

新のたびに雑音抑制を行うことで反復による雑音の

増加を防ぐことができ、ML-EM 法（OS-EM 法）の

ような雑音が顕著になる前に反復を中断しなければ

ならない問題が解消される。寄与率を示すパラメー

タβを変えることで抑制の程度を変更することが可

能である。原画像の構造が比較的簡単で雑音が多

い投影データに対しては、MRP-EM 法は有効であ

るが、頭部画像のように構造が複雑で雑音が多い投

影データに対しては、MRP-EM 法は必ずしも有効で

はない結果となった。
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